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DEFORMATIONS DE FIBRES VECTORIELS 
SUR LES VARIETES DE DIMENSION 3 

Nicolas PERRIN 


Introduction 

Soit X une variete projective lisse de dimension 3 sur un corps k algebriquement clos. Nous 
nous interessons dans cet article a l’espace de modules My(0,C2,0) des faisceaux de rang 2, 
sans torsion, semi-stables et de classes de chern (0, C2,0). Soit U l’ouvert forme des faisceaux 
localement libres. Dans le cas oil X est P 3 , cet ouvert U contient lui merne l’ouvert I C2 des 
instantons de degre C 2 (forme des fibres E stables et verifiant l’annulation du groupe H 1 E(— 2)). 
Nous etudions les faisceaux E non localement libres qui sont limites de faisceaux localement 
libres, c’est a dire le bord de U dans M_\'(0, C 2 ,0). 

Cette etude a ete motivee par les descriptions de differentes composantes du bord des instan¬ 


tons. En particuler, dans [PI| proposition 15 nous trouvons une obstruction a etre limite d’instan- 
tons pour une famille de faisceaux de Mp3(0,3,0). De faqon plus generate dans M P 3(0, C2,0), la 
condition d’Ellingsrud et Strpmme (cf. [pS| et [|H|) peut etre interpretee comme une obstruction 
a etre limite d’instantons (voir proposition 3.9). 

Dans une premiere partie (deux premiers paragraphes) nous donnons des conditions d’ob- 
struction generales expliquant ces differents exemples. Ces resultats permettent de donner une 
idee du faisceau general d’une composante du bord de la variete I C2 . En particulier ils sont en 
accord avec la conjecture de L. Gruson et G. Trautmann predisant le bord de I 3 (voir | ]Pl[ pour 
plus de details). 

Dans une seconde partie, nous donnons un exemple sur IP 3 qui montre que les conditions 
necessaires de la premiere partie ne sont pas vides. De plus dans cet exemple elle sont sufbsantes. 

Soit E un faisceau de Mj(0, C2,0) sans torsion non localement libre. Nous donnons des 
conditions necessaires pour que ce faisceau E soit limite reduite (cf. definition 1.2) de fibres 
vectoriels. Notons E" le bidual de E et Q le conoyau de l’injection de E dans E", nous montrons 
plus precisement que si £ a un lieu singulier de dimension pure 1 (cf. definition 1.4) alors 

THEOREME 0.1. — Si E est limite reduite de fibres vectoriels, alors on a un isomorphisme 
symetrique Ext^ ( Q, Ox) — Q. Soit C le 0 ieme ideal de Fitting de Q, si ujx\c a une racine 
carree y/wx\c> alors le faisceau Q (8) \fwx\c es t une theta-caracteristique sur C. 

Plus generalement (sans hypothese sur le lieu singulier), nous montrons le 

THEOREME 0.2. — Si le faisceau E est limite reduite de fibres vectoriels, alors on a la suite 
exacte suivante : 


q -U Exto A - (E, Ox) —f Ext^ (Q, Ox) 
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Par ailleurs, pour tout faisceau T defini sur Ox, il existe une fleche naturelle de faisceaux 
Horn, ! (E", 4F) Exte> x ( Extj n„ (E. Ox),J~ ). Notons p la fleche du faisceau Hom,i „ (Q, T) 
dans Horii fi.. (E", E) definie par la surjection de E" dans Q. Nous montrons alors le 

THEOREME 0.3. — Si le faisceau E est limite reduite de fibres vectoriels, alors la composee 
Ext 2 (i) o if o y de Hom 0 x (Q,E) dans Ext; o x {Q, E) est nulle. 


Dans le cas des faisceaux E dont le lieu singulier est de dimension pure 0 construits dans 
[PI], cette condition est suffisante. Cependant, si le faisceau Bairn lieu singulier de dimension 
pure egale a 1, nous donnons une nouvelle une condition. Nous montrons que la surjection de 
E" dans Q (de support C) defini un element £ € Ext^„( Ext^ „ (Q, E). Ext 2 0 ,_(Q. .T 7 )). Nous 
montrons alors le 


THEOREME 0.4. — Si le faisceau E est limite reduite de fibres vectoriels, alors Velement £ du 
groupe d’extensions Ext^ ( Ext^ i„ (Q, E), Ext p^ (Q, E)) est nul. 


Nous montrons ensuite en utilisant la theorie des foncteurs coherents ([ Ha2 ]) que les condi¬ 
tions fonctorielles des theoremes 0.3 et 0.4 sont verifiees si et seulement si elles le sont pour le 
seul faisceau E = Q. Plus precisement nous montrons la 


PROPOSITION 0.5. — Notons £of)(V) la categorie des foncteurs coherents de 9Jtoc)(V). 
(i) Sous les hypotheses du theoreme 0.3, on a Videntification : 


Hom ffo[)( y) ( Hom 0x (Q, •), Exto x (Q, •)) ~ Ext^ x (Q, Q) 
(%%) Sous les hypotheses du theoreme 0-4, on a Videntification : 


Ext ^h(x)( Ext ro, c (Q, •), Ext^ f (Q. •)) ~ H l Extf 0x (Q,Q). 


Ce dernier groupe est la valeur prise par le foncteur de gauche en Q. 


Les conditions obtenues sont des conditions pour qu’un faisceau soit limite reduite de fibres 


vectoriels. Cependant il est facile de verifier que, pour les families construites dans [PI], une 
deformation generate est reduite. Les theoremes 0.2 et 0.3 expliquent alors les conditions obtenues 
a la proposition 15 de 


Dans la seconde partie de cet article nous donnons un exemple qui montre que les conditions 
obtenues aux theoremes 0.1 et 0.4 ne sont pas vides et qu’elles sont dans ce cas suffisantes. Nous 
decrivons une famille V de M P 3(0,C2,0) non adherente a U et nous montrons que le ferme Vo 
verifiant la condition du theoreme 0.4 est dans l’adherence de U (theoreme 3.2). Nous montrons 
que tous les faisceaux de Vo peuvent etre obtenus par deformation reduite. Si on note Vg“' la 
partie de Vq correpondant aux theta-caracteristiques paires, on a : 


THEOREME 0.6. — La condition du theoreme 0-4 defini dans V un ferme strict Vo- Ce dernier 
est adherent a U. Si C 2 < 5 alors Vq“" forme une composante irreductible du bord de I C2 . 

Nous montrons que toutes les deformations construites dans cette seconde partie sont redui- 
tes. On peut alors formuler la conjecture suivante : 
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CONJECTURE 0.7. — Une deformation generate de fibres vectoriels est reduite. 


Cette conjecture est vraie pour toutes les families considerees dans |FTf et pour les deforma¬ 
tions que nous construisons dans la seconde partie de cet article. II est egalement facile de verifier 
qu’elle est vraie pour Mp3(0, 2,0) ce qui permet d’expliquer les differentes composantes du bord 
de 1 2 decrites par M. S. Narashiman et G. Trautmann dans [NTH . 


Enfin, pour les families de faisceaux considerees dans la seconde partie, celles construites 
dans [PI] et celles de [jNT|, les conditions precedentes sont suffisantes. 


Remerciements : Je tiens a remercier Laurent Gruson pour toute l’aide qu’il m’a apporte 
durant la preparation de ce travail. 


1 Preliminaires 

Nous donnons dans ce paragraphe quelques definitions et les premieres proprietes sur les 
faisceaux limites de fibres vectoriels dont nous aurons besoin dans la suite. 

1.1 Definitions et premieres remarques 

Nous definissons les notions de “limite” et “limite reduite” d’instantons et de “dimension 
pure” du lieu singulier, nous fixons egalement quelques notations. 

Notation 1.1. — Soit A un anneau de valuation discrete de corps des fractions K et de corps 
residuel k. Nous supposerons toujours que A contient son corps residue! Si M est un A-module 
on note Mk le K espace vectoriel M K et M/, : le k espace vectoriel M k. Notons 7 r une 
uniformisante de A. On note A n l’anneau A/(n n ). 

DEFINITION 1.2. — Une deformation de faisceaux de Mjv(0, C2,0) d’anneau A est la donnee 
d’un Ox A -module £ de rang 2, plat sur A et tel que £a definisse un point de M v(0, C 2 , 0)(^4). 
Le faisceau £k est la limite de la deformation. On dira que c’est une deformation (ou que £k est 
limite) de faisceaux localement libres (resp. d’instantons) si £k definit un point de U(AT) (resp. 

I <*(*0). 

Une deformation £ de fibres vectoriels sera dite reduite si pour tout i > 0, les faisceaux 
Extp ( £,Ox a ) — qui sont a priori definis sur Ox An pour un certain n — sont definis sur 
°x k - 

Remarque 1.3. — Nous considerons une famille de faisceaux sur un anneau de valuation discrete 
A. II n’est pas evident a priori que toute deformation soit de ce type car l’espace des modules n’a 
pas de faisceau universe! Cependant, cet espace est un bon quotient d’une variete sur laquelle 
il existe un tel faisceau (cf. Q). II suffit done de considerer une deformation sur cette variete, 
ce qui definit un faisceau sur un anneau de valuation discrete A. On peut de plus supposer que 
l’anneau A contient son corps residuel k car on est au dessus d’un corps k algebriquement clos. 


3 




DEFINITION 1.4. — On dira qu’un faisceau E de rang 2 sur X et sans torsion a un lieu 
singulier de dimension pure egale a 1 si les faisceaux Ext^ , (E, Ox) sont nuls pour j > 1 et si 
les faisceaux Extjn ( Ext^ (E. Ox), Ox) sont nuls pour k 2. 

DEFINITION 1.5. — On dira qu’un faisceau E de rang 2 sur P 3 et sans torsion a un lieu 
singulier de dimension pure egale a 0 si les faisceaux Ext ^ (1*7, Ox) sont nuls pour j > 2 et si 
les faisceaux Ext^ .. (Ext 3 0 „ (E, Ox), Ox) et Ext ( A, (Extj n.. (E, Ox), Ox) sont nuls pour k 3. 

Remarques 1.6. — (i) On note E" le bidual de E et Q le conoyau de l’injection canonique de 
E dans E". Le faisceau E" est reflexif tandis que le support du faisceau Q est de dimension au 
plus 1. Le faisceau E a un lieu singulier de dimension pure 1 ou 0 si on a respectivement l’une 
des deux conditions suivantes : 

- E" est localement libre et le 0 ieme ideal de Fitting de Q est de dimension pure egale a 1. 

- le 0* eme ideal de Fitting de Q est de dimension 0. 

(u) Les faisceaux dont le lieu singulier est de dimension pure 0 ou 1 forment deux ouverts 
disjoints de M.v(0, C 2 , 0) \ U. II est ainsi possible que pour un faisceau E assez general du bord 
de U, le lieu singulier de E soit en dimension pure 0 ou 1. C’est ce qu’affirme la conjecture de 
L. Gruson et G. Trautmann dans le cas des instantons (cf. El)- 


1.2 Premieres proprietes 


PROPOSITION 1.7. — Soit £ une deformation de fibres vectoriels. Le faisceau £ est reflexif de 
dimension projective inferieure ou egale a 2. Si le lieu singulier de £ ®o Xa est de dimension 

pure egale a 1 alors sa dimension projective est 1. 

Demonstration : On a pd(5 x ) = ^°i{Ox A ,x) ~ prof(£ x ) (JE| Theoreme 19.9). II suffit done 
de montrer que si dim Ox A ,x — i > 2, alors prof(£ x ) > 2 pour obtenir le premier resultat (cf. 


[ Hal| proposition 1.3). 

Si £ x est libre, sa profondeur est egale a celle de Ox A , x - C’est le cas des que l’ideal maximal 
9Jl x ne contient pas une puissance de ir. 

Si Wl x contient une puissance n k de 7r, remarquons que comme £ est plat sur A. l’element ir k 
n’est pas diviseur de 0. De plus le faisceau £k est sans torsion done sa profondeur est au moins 
1 et il en est de merne de £ (gu A/fK k ). Ainsi la profondeur de £ x est au moins 2. 

Pour prouver la derniere assertion il suffit de montrer que si dim Ox A ,x = 4, alors on a 
prof(£ x ) > 3. Soit x un tel point et supposons que le lieu singulier de £ ®x k est de 

dimension pure egale a 1. Il suffit de montrer que prof((£/ c ) x ) = 2. Cependant on a la suite 
exacte 0 —■> (£k) x — ¥ (^k)x — ¥ Qx —* 0 ou prof((<S[ / ) 3; ) = 3 et prof(Q x ) = 1 (cf. remarque 
1.6). Ceci prouve le resultat ([|E[] corollaire 18.6). 


Notations 1.8. — (i) Tous les complexes consideres sont a degres decroissants et nul a droite. 
(u) Pour toute deformation £ de fibres vectoriels, nous fixons les notations suivantes. La 
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proposition precedente permet de considerer le complexe 


£* ■ £2 —> £1 — Co 

de faisceaux localements libres sur Ox A qui est une resolution de £. Le complexe dual est : 

£• : Cq —> A —> £2 

dont la cohomologie est £, Ext^ .. (£, Ox A ) et Ext^ (£, Ox A ) en degres 2, 1 et 0 respective- 
rnent. On considere egalement le complexe 

£* : £2 —» £1 — * £0 —* £0 —» £1 —» £2 

de cohomologie Ext| >„ (£, Ox A ) et Ext^ „ (£, Ox A ) en degres 0 et 1 et nulle ailleurs. 

(11) On note E le faisceau £®o Xa ®x k et on considere les restrictions des complexes precedents 
a Ox k ■ On les note respectivement de la fagon suivante : le complexe 

E* : £2 —* £1 —» £0 


qui est une resolution localement libre de E sur Ox k , le complexe 


E * : £0 —» £1 —> £2 

dont la cohomologie est E" (le bidual de E), Extin . (E, Ox l: ) et Extin ... (E, Ox k ) en degres 2, 
1 et 0 et le complexe 


£* 


£2 


£1 


£n 


£n 


£1 


£■2 


dont la cohomologie est nulle en degres 3, 4 et 5 et vaut Extin .. (E,Ox t ), Extin „ (E, Ox,.) et 
Q (le conoyau de l’injection E —> E") en degres 0, 1 et 2 respectivement. 


Remarque 1.9. — Soit £ un Ox A -module. Si £ est defini sur Ox k ■ alors on a l’identification 

Tgr° x A(C,0 Xk )^C®o XA Ox k . 

LEMME 1.10. — Soit £ un Ox k -Tnodule. Pour tout i positif on a la decomposition suivante 
(par convention le bifoncteur Ext ^ ( • , • ) est nul) : 

Ext l o XA (£, F) = Extb^ (C, F) © Extg fc (£, F) 

Demonstration : Soit £'* une resolution de £ sur Ox k ■ Conune A contient son corps residuel 
k. on peut considerer le complexe £'* ® k A (ce qui en fait un Ox A -module) et le mapping cone 
£'* du morphisme de complexes £'* ® k A -£-> £'* <gi fc A. 

FAIT. — Le complexe C !* est une resolution de £ sur Ox A - 

Demonstration : On a la suite exacte de complexes 

0 —> L' m ® k A —> £'* —> £'* ® k A[- 1] —> 0 
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La suite exacte longue de cohomologie permet de verifier que il 3 (£ 7 *) et H 2 (C '*) sont nuls et 
que Ton a une suite exacte : 

o —* H l (c' 9 ) —> c® k A^ c® k A —+ 

Cependant la fleche centrale est injective et son conoyau est £ ® k k ~ £. 

La suite exacte de complexe precedente n’est pas scindee mais elle se scinde sur Ox k • On 
applique le foncteur Honvi ( • , J-) a cette suite exacte de complexe. Elle reste exacte et se 
scinde. On en deduit l’identification : 

ff ^Hom nr JC'\F)) ~ H l (Uom 0xA (L' 9 ® k A,F)) © ® k A,E)). 

Le groupe LT i (Hom c , v (£ 7 *, E)) est Ext^ „ (£, E). De plus le complexe L 7 * est une resolution 
de £ sur Ox k done le groupe F (Homn (L'* ® k A,E)) = iL i (Hom c , Y (L'*,E)) et le groupe 
^-‘( Homo v (£ ,# ®k A-A) =ff W (HomOv (L 7 *,^)) sont ExtA (£, A) et Ext*© 1 (£,.£). 

^ A ^ k y ^k X fc 


2 Conditions a la limite 

Nous supposons dans ce paragraphe que E est un point de M^(0, C 2 , 0). S’il est limite de fibres 
vectoriels, nous noterons £ la deformation associee, le faisceau E s’identifiant a £ ®o Xa ®x k - 

2.1 Proprietes de dualite 

LEMME 2.1. — Si E est limite de fibres vectoriels, les faisceaux Q et Ext A (. E,Ox k ) s’i- 

-X-k 

@ X 

dentifient aux faisceaux Tor 1 A (Ext \ > x (£.Ox ,),0 x k 1 et Ext|> (£, Ox A ) ®Ox k ®x k - On a 
egalement la suite exacte : 

0 -> Ext^ A (£, Ox A ) 0o Xa Ox fc - Ext b Xk (E, 0 Xk ) - Tbrf J * A (Ext^ A (A Ox A ), OxJ -+ 0 

Demonstration : On a le complexe de faisceaux localement libres (cf. notations 1.8) : 

£* : £2 —» £i —» £o —* A —* A —» A 

dont la cohomologie est Ext^ i (£, Ox A ) et ExtA (£, Ox A )- 

Si on applique le foncteur • ®o Xa ®x k a ce complexe, nous obtenons le complexe 

£* : L2 —> £1 —> Lq —> Lq —> L\ —> L2 

dont la cohomologie est Q, Ext A (E, Ox k ) et Ext A (E, Ox k )- On a ainsi une suite spectrale 

■X-k -X-k 

2 E p ’ q = Tgrp XA Ox k ) => H p+q {L‘ ) 

qui donne les resultats voulus. 

Remarque 2.2. — Si le lieu singulier de E est de dimension pure 1, on a alors les simplifications 
suivantes : le faisceau Ext A. (E, Ox k ) est nul et les faisceaux Q et Ext A . (Q, Ox k ) s’identifient 

a TorJ A - 4 (Ejd o Xa {£ , Ox A ), Ox k ) et a Ext,^ (£ , Ox A ) ®o Xa °x k ■ 
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THEOREME 2.3. — Si E est limite reduite de fibres vectoriels et que son lieu singulier est de 
dimension pure 1, alors on a un isomorphisme symetrique Extjp (Q. Ox ) — Q■ Soit C le 0 ieme 
ideal de Fitting de Q, si uix\c a une racine carree y/uj x \c> alors le faisceau Q<8> \/ojx\c est une 
theta-caracteristique sur C. 

Demonstration : Le lemme 2.1 et la remarque 1.9 (appliquee a C = Ext, o (£, Ox A )) don- 
nent l’isomorphisme symetrique Ext^ .. ( Q,O x ,) — Q • Si y/oJx\c existe, la suite spectrale de 
changement de base donne un isomorphisme symetrique Hom^ (Q®\fuJx\c,^c) — Q®\/ux\c- 

THEOREME 2.4. — Si E est limite reduite de fibres vectoriels, alors on a la suite exacte 
suivante : 

0 —> Q -U Ext^ Yfc (E, 0 Xk ) —> Exto Xfc (Q, Ox k ) —> 0 

Demonstration : Ce theoreme decoule directement de la remarque 1.9 (appliquee aux fais- 
ceaux Ext^ o (£, Ox A ) et. Ext^ (£, Ox A )), du lemme 2.1 et de 1’identification entre le faisceau 
Ext^i „ (Q, Ox k ) et. Ext^i .. (E, Ox k )- II montre en particulier que le lieu (reduit) ou le faisceau 
E" n’est pas localement libre est exactement situe au niveau du support (reduit) de Q. Ceci 
reste vrai si la deformation n’est pas reduite. 

2.2 Proprietes d’annulation 

Soit E un faisceau de Mx(0, C2,0) et supposons que E verifie les conditions du theoreme 
2.4. Nous cherchons dans ce paragraphe a determiner des conditions necessaires sur la fleche 
surjective p de P(Hom(E // , Q)) definissant E a partir de E" et de Q pour que le faisceau E soit 
limite de fibres vectoriels. 

Appliquons le foncteur Hoirv i( • , F) au complexe E * (cf. notations 1.8), nous obtenons 
le complexe E* ®o Xk ^ e t done la suite spectrale : 

2 E™ = Ext p 0xk (H q (E*),F) => Tor°* q k (E, F) (S) 
qui donne la fleche suivante : 

Hom 0xfc (E", F) ^ Ext^ Xfc (Ext^ Xfc (E, Ox k ),F) 

Remarques 2.5. — (i) Si E est limite (reduite ou non) de fibres vectoriels, il existe une fleche 
Q —A Extk (E, Ox k ) qui est la composee du morphisme Q —► Ext) n (£, Ox A ) ®e> x ®x k 
(e’est un isomorphisme si E est limite reduite) avec la fleche de restriction canonique 
Ext 1 0xa (£, O x a) ®0 Xa °x k —* Ext o Xfc (E, 0 Xk ). 

(u) Soit Q un Ox A -nrodule et F un 0 Xk -m odule, la suite spectrale de changement de base 
Ext^ Xk (Ior° XA (G, 0 Xk ), F) => Ext 0x ^ (G, F) 
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donne des fleches fonctorielles injectives suivantes : 


9p(G) '■ E?ct p 0xk {Q ®o Xa 0 Xk , E) ^ E2£to XA (G, E) 

(m) On a les fleches fonctorielles suivantes : 

f P , q ■ ^ Xk mt q o Xk (E,Ox k ),^) ^Ext p 0xA (Ext q 0xA (£,0 XA ),^) 

En effet, comme £ est plat on a les fleches de restriction ExtQ ^ {£, Ox A ) — > ExtQ ^ (E, Ox k ) 
qui donnent Ext^ ( Ext) ) y (E, Ox k ),E) ^4 Ext^ ( Ext) )^ (£, Ox A ), E). Par ailleurs, la 
remarque precedente ou le lemme 1.10 (avec pour C, le faisceau Ext) ), , ( E,Ox k )) donnent les 

■X-k 

fleches : Ext^ (Ext^ (E, Ox k ),E) ^ Ext)) ^ (Ext^ Xfc (E, 0 Xk ),E). 

THEOREME 2.6. - Si E est limite reduite de fibres vectoriels, alors on a Vannulation de la 
composee 

Hom 0xfc (Q,^) ^Hom 0xfc (£",^) Ext 2 ^ (Ext^ (E, ), ^) -U Ext 2 ^ (Q, E) 


Demonstration : En appliquant le foncteur Honv i. ( • ,E) au complexe £* on obtient : 


2 E p ’ q = Ext^ (H q (f ), E) => Tor p *f (£, E). 


Elle donne les fleches compatibles suivantes : 


Hom o Xa ( Hom 0 ^ (£, Ox A ), E) 

T 

Hom e> Afc ( Hom 0xfc (E, Ox k ), E) 


E2£to A - A > Ox a ),E) 

h,i 

Ext 2 0 x k (Ej dLO Xk ( E i °x k ), E) 


Le faisceau Horn q x (E,Ox k ) est isomorphe a E" et Homn . ( Hom^ (£, Q Xa ),E ) est 
isomorphe a Horn, ,. (E, E) (car £ est autodual, plat sur A et que E est defini sur 0 Xk ). 

La suite exacte Hom n ( Q,E ) —> Hom n ( E",E ) —> Hom n (E,E) impose que him- 
age du faisceau Horn, ).. (Q,E) dans Horrid (Horrv i (£, Oy a )-E) est nulle. 


LEMME 2.7. — Pour tout p et q les diagrammes suivants sont commutatifs : 


E2S^ x (E2^ x (£,0 Xa ),E) 


A 

fp,q 


Ext^(Ext q 0xk (E,0 Xk ),E) 


E2d& XA (Ext q o XA (£,C , XA ),E) 

9p(Ext q 0xA (£,0 XA )) 

Ext 0 A , ( Ext o A - (£, Ox A ) ®o Xa Ox k ,E ) 


Demonstration : Pour simplifier les notations, nous ne preciserons plus le faisceau Q associe au 
morphisme g p (G). La fonctorialite de l’application de restriction donne le diagramme commutatif 
suivant : 


Ext& XA (Ext q OXk (E,0 Xk ),E) -4 

9p 

E*$> Xk (E2^ Xk (E,Ox k ),E) ^ 


Ext^lExt; q o XA (£,Ox A ),E) 

9p 

Ext Q Afc ( Ext 0x A ( £ ) °X A ) ®Ox A Ox k , E) 
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qui permet de conclure car f pq est la composee de res^ et de g p . 

L’isomorphisme de Q dans Extj n (£, Ox A )®o x ®x k (car la limite est reduite) et le lemrne 
precedent nous donnent le diagramme commutatif : 


Ext& x .(Ext 1> X (£,0 Xa ),F) ~ Ext 2 0x (E^xJS, Ox A ), y 7 ) 


■A 

/2,1 


Ext o (Ext l 0 (E, 0 Xk ),F) 


Ext 


A 
92 

o Xt (Q.D 


Nous savons que l’image du faisceau Horrid . ( Q , J 7 ) dans Ext q ( Ext „ (£, Ox A )-E) est 

nulle. L’injectivite de g 2 rnontre que l’image de Hoirw ( Q,E) dans Ext^ .. {Q,E) est nulle. 


2.3 Une nouvelle condition 

Dans ce paragraphe nous donnons une nouvelle condition limite. Nous supposons que E 
verifie les conclusions du theoreme 2.6 et que son lieu singulier est de dimension pure egale a 1. 

Cette derniere hypothese assure que le faisceau E" est localement libre et que le faisceau 
Extern- ( E,Ox k ) s’identifie au faisceau Q. Notons C son support schematique. 

On considere la suite exacte 0 —> E —> E" —> Q —> 0 a laquelle on applique le foncteur 
Horn, .]. ( • , J 7 ). On obtient la suite exacte longue suivante : 

0 —> Hom 0ji (Q, J 7 ) Hom n ; , (E", J 7 ) -U Hom^ (E, J 7 ) —> Ext^ fc (Q, J 7 ) — 0 

Soit F le conoyau de p. La suite exacte longue precedente defini un element £' du groupe 
Ext^, c (Extk , fc (Q,E),F). 

Par ailleurs, nous savons que la fleche de Hoirw (Q,E) dans Extip (Q-E) (qui est la 
composee de p et /) est nulle. Cec.i donne une fleche de F dans Ext^ (Q,E) qui permet de 

-X-k 

definir, a partir de £', un element £ 6 Ext^i_ (Ext^ i„ (()■ J 7 ), Ext ^.. (Q, J 7 )). 

THEOREME 2.8. — Si E est limite reduite de fibres vectoriels, alors on a I’annulation de 
l’element £ du groupe Ext^i„( Ext q x (Q, E), Ext^ ,.. ( Q , J 7 )). 

Demonstration : On a le diagramme commutatif suivant (la seconde ligne est scindee, cf. 
lemrne 1.10) : 



Horn o Xk (E",E) - 

A H ° m Ox t 

a Ext^ x {Q,E) - 

■+ 0 


1 

i 

| j 


0 - 

Ext o Xk (Q^) 

a Ext^(Ext o Xa (£>°x a ),F) - 

a Ext bx^Q’F) - 

0 


Pour montrer le theoreme, il suffit de montrer que j est un isomorphisme. 

Etudions les noyaux et conoyaux des deux premieres fleches verticales. Sous nos hypotheses, 
le complexe E* n’a que deux termes et sa cohomologie est E" et Q en degres 1 et 0. On applique 
alors le foncteur Honim , ( • , J 7 ) a ce complexe pour obtenir la suite spectrale : 

2 E™ = Ext ^ (Ext^ (E, 0 Xk ),E) => LT p+<? (Hom 0xfc (E\E)) 
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Elle permet de montrer que le conoyau de la fleche Horry , (E",E) — > Extp (Q,E) est nul 
et que 1’ on a la suite exacte : 

H 2 (Hgin 0xk (E m ,E)) —> Horn (E", E) —-> Ext^ Xfc (Q, E) — 0 

Le meme raisonnement avec le complexe £* et le foncteur Horry ( • , .T 7 ), donne : 

H 2 (Uomo XA (^,E)) -^Ugrn 0xA (£,E) —> Ext^ (Ext^ (^, O a -J, —>0 

Cependant les complexes Horry . (E*,E) et Horry . (£*,E) sont identiques ainsi on complete 
le diagramme precedent en : 


H 2 (Uom 0 xk (E\E)) 

^ H 2 (Uom 0 xA (£\E)) 



i 

i 



Horn OXk (E",E) 

Hom o A( f) 

-+ Ext b Xk (Q’F) ~ 

-4 0 

i 

I 

I j 


Ext 2 OXk (Q,E) 

Ext^(Ext o Xa {£,Ox a ),F) ~ 

Ext ox (Q,F) ~ 

-4 0 


I I 

0 0 

ce qui montre que j est un isomorphisme. 

Nous montrons maintenant qu’il suffit de verifier les conditions des theorenres 2.6 et 2.8 pour 
le faisceau E = Q. 

Soit B un anneau commutatif noetherien et 9Jtofl(.B) la categorie des L>-nrodules de type 
fini. On dit qu’un foncteur additif F : Tlod(B) —> 2tb est coherent si il admet une presentation 
representable : 

hjy —r Hm —» F —» 0 

ou M et N sont des objets de WloQ(B) et hjy est le foncteur Hom OTo0 ( S ) (N, •). Les foncteurs 
coherents forment une categorie abelienne notee £of)(.B). C’est une sous categorie pleine de celle 
des foncteurs. 

En prenant un recouvrement affine de X par des ouverts Ui d’anneau B{, nous pouvons 
definir la categorie £of)(X) : les objets sont les collections ( Fi,Uij) ou iq est un element de 
£o i)(Bi) et Uij un isomorphime entre iq et Fj sur l’ouvert Uij. Les Uij doivent evidement 
verifier la condition de cocycle sur Uij.k- 

PROPOSITION 2.9. — (i) Sous les hypotheses du theoreme 2.6, on a I’identiftcation : 
Hom Co[ , (X) (Hom 0j (Q, •), Ext|, x (Q, •)) ~ Ext^ x (Q, Q ) 

(n) Sous les hypotheses du theoreme 2.8, on a l’identification : 

Ext W y) ( Ext k, : *)> Ext ^ v (Q, •)) - H 1 E2cto x (Q,Q). 
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Demonstration : Le premier cas vient directement du fait que Ton a (cf. [|Ha2f| lemrne 1.2) 

Hom £of>0E i)(h N ,F) ~ F(N). 


Pour le second cas, on commence par 1’identification locale suivante : 
LEMME 2.10. - Pour tout i, on a 


Demonstration : Le faisceau Q est ici de dimension projective 2 et il existe une resolution 
localement libre symetrique de ce faisceau. Nous en deduisons que Ext^ i (Q, •) ~ Tor {(). •) 
pour i E {0,1, 2}. Nous avons done 

Hom e:o( , {i? . ) (E2ct^.(Q| C / i ,«),E2£t|.(Q| C / i ,»)) ~ Hom a ^ (B . ) (Torf i (Q| t7i , •), Q\ Vi ® B . •). 


Par ailleurs, il existe une involution notee * de €o\)(Bi) dans lui rnenie qui est exacte con- 
travariante et qui echange Ext ' (M, •) et Tor*(M, •) ( [ |Ha2 1 paragraphe 4). Le groupe d’homo- 
morphisme precedent est done isomorphe a 


Rom €om (h Q \ u .,'E i xt 1 Bi (Q\ Ui ,»)) ~ Extent/*, Q\ Vi ). 

Pour F et G des objets de £ot)(A"), nous pouvons definir un Cbf-inodule Hom(L, G) qui est 
localement Hom £of j( B .)(Ej, Gi). Le lemme 2.10 nous rnontre que 

Hom( Ext^ r (Q, •), Ext % X (Q, •)) ~ Ejct^ x (Q, Q). 


Pour conclure nous utilisons la suite spectale de composition de foncteurs suivante : 


H p (Eext g (F, G)) => Ext P +« {X) (F,G). 


On l’applique aux foncteurs F = Ext) 0 .. (Q. 


et G = Extp „ (Q. •) ~ Q 


. Le foncteur G 


etant injectif (cf. [|Ha2 proposition 4.9), nous obtenons 1’identification voulue. 


Remarques 2.11. - (i) Le groupe Ext^i ( Ext) 0 ._ (Q, Q), Ext ^i,. ( Q, Q)) est exactement le 

groupe i^ Extk .fQ, Q). Par ailleurs, ce dernier groupe s’identifie a F[ l Nc ou Nc est le fibre 
normal a C. Nous avons done identifie une obstruction dans ce dernier groupe. C’est dans ce 
merne groupe qu’apparait dans [^S[| ce que nous appelons la condition d’Ellingsrud et Strpmme. 

(u) Nous donnons ici un exemple lorsque X n’est pas P 3 . Soit X le volume de Fano cubique 
lisse de P 4 . Le faisceau inversible uox est Ox{— 2) il adrnet done Ox{— 1) comrne racine carree. 
L’espace des modules Mj(0,2,0) a ete etudie dans |Dj et [[[M|]. En particulier, S. Druel donne 
une description complete du bord de l’ouvert des fibres vectoriels. Un faisceau E de ce bord est 
de l’une des deux formes suivantes : 


E 


o\ 


d c( 1 ) 
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oii 9q est une theta caracteristique sur une conique lisse de X, ou bien : 


E 


O 2 


x 


9l\ ( 1 ) © 9l 2 { 1 ) —> 0 


ou 9Li est une theta carcteristique sur la droite Li. Ces faisceaux verifient done les conditions 
du theoreme 2.3 rnais aussi celles des theoreme 2.6 et 2.8 qui sont dans ce cas triviales. 

On ne connait pas de deformation explicite ayant pour limite les faisceaux precedents. On ne 
peut a fortiori en connaitre de reduite. II semble cependant raisonnable de penser qu’il existe des 
deformations reduites ayant pour limite les faisceaux precedents (e’est ce qu’afhrme la conjecture 
0.7). 


(m) Nous donnons dans |P2] un exemple complet lorsque X est la quadrique lisse de P 4 . 
Nous verifions que les conditions sont suffisantes et qu’une deformation generale est reduite. 


3 Deformations de faisceaux par homothetie 


Dans ce paragraphe, nous decrivons une famille V de faisceaux de M P 3 ( 0 , C 2 ,0) pour laquelle 
les conditions precedentes sont non triviales et suffisantes. Nous construisons ainsi en partic- 
ulier une famille adherente a la variete I C2 des instantons qui est toujours en codimension 1 et 
irreductible pour C 2 < 5. 

Soit 9 une theta-caracteristique plane et soit W sous-espace vectoriel de dimension 2 de 
sections de 9(2) tel que la fleche W <S> Ox —> 9(2) est surjective. Notons V la famille de 
M P 3 ( 0 , C 2 , 0 ) des faisceaux Eq definis par : 


0 —* E 0 —» W < 8 > Ox —* 0(2) —> 0. 

La dimension de V est \c 2 (c 2 + 3) + 4 c 2 — 1. La dimension attendue (et obtenue au moins en 
bas degres) de U est 8 C 2 — 3. On ne s’attend done pas a ce que la variete V soit adherente a U. 

Nous utilisons la construction de G. Ellingsrud et S.A. Strprnme [ES] pour decrire des 
deformations “par homothetie” de fibres vectoriels. Nous montrons (theoreme 3.2) qu’un ferme 
Vo de V est adherent a U. II est defini par les couples (9, W) verifiant ce que nous appelons “la 
condition d’Ellingsrud et Stqrnme”, qui apparait dans [ES] et dont nous montrons qu’elle est 
impliquee par la condition du theoreme 2.8 (proposition 3.9). 

Nous decrivons par ailleurs (theoreme 3.2) un parametrage de Vo qui prolonge celui d’un 
ouvert Up de U decrit dans | 


Nous verifions ainsi que Vq est de codimension 1 dans Up. 


3.1 Notations et rappels 

Nous rappelons ici quelques notations et resultats de [jE^[ . Soit P un point de P 3 et soit 
p : P 3 —> P 3 l’eclatement de ce point dans P 3 . On a un morphisme q : P 3 —> P 2 ou P 2 est la 
variete des droites de P 3 passant par P. Le morphisme q est le fibre en droites projectives associe 
au faisceau Op 2 ©0 P 2(1). On note 0^(a) (resp. 0^ 3 (t)) le faisceau q*Op 2 ( 1 ) (resp. p*Op 3 ( 1 )). 
Le diviseur exceptionnel est note B. 

Soit E un faisceau localement libre de rang 2 sur P 3 et supposons que 
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- il existe au moins une droite non sauteuse pour E passant par P, 

- il n’existe pas de droite bisauteuse pour E passant par P. 

Ces condition sont verifiees sur un ouvert non vide U p de U. On note E le faisceau p*E, on a 
E = p*E. On note F le faisceau q*p*E et 0 le faisceau R}q^p*E(— 1). Le faisceau 0 est une theta 
caracteristique, soit C son support. Le faisceau F est defini par deux sections de 0(2) : 


0 —> F —> Oli —* 9(2 ) —* 0 (1) 

Le faisceau E est le noyau d’une fleche surjective q*F q*9(a + r). 

G. Ellingsrud et S.A. Strpmme montrent que, pour tout faisceau F defini par deux sections 
de 9(2) on 9 est une theta-caracteristique plane, on a 


PROPOSITION ||ES|| . — Le faisceau F admet la decomposition F\c — 0(1) ©0(2) notee (D) si 
et seulement si il existe des fleches surjectives q*F q*9(cr + r). 


Ces conditions sont equivalentes a dire que F provient d’un faisceau E £ U. La decomposition 
(D) est ce qu’on appele la condition d ’Ellingsrud et Str0mme , elle a ete exprimee directement 
sur la theta-caracteristique par 0 (voir plus loin), nous la reinterpretons a la proposition 3.9. 

Soit 0 une theta-caracteristique plane et F un faisceau defini par la suite exacte (1). Il existe 
une fleche surjective mi unique a homothetie pres : 

0 — >0 2 2 — F —b 0(1) —♦ 0 (2). 

En particulier on a (j >\b = Ami ou A est un scalaire non nul. La resctriction de mi a la courbe 
C donne la suite exacte : 


0 ( 2 ) 


I c 


0 ( 1 ) 


(3). 


3.2 Les families V et V n 


G. Ellingsrud et S.A Strpmme ont donne dans [ES un parametrage birationnel de l’ouvert 
Up. Rappelons le rapidement. 

Notons Theta P 2 (c 2 ) le schema des theta-caracteristiques planes sur une courbe de degre 
C 2 (supposees localement libre sur leur support). Sur Theta P 2 (c 2 ) x P 2 , il existe une theta- 
caracteristique universelle 0. Considerons la grassmannienne Grass(2,pri^(0(2)) v ) des sous- 
fibres de rang 2 de pri(0(2)) v . On note K le sous fibre tautologique et G l’ouvert de la grass¬ 
mannienne ou le morphisme naturel 


KMO P 2 —* 0 ( 2 ) 

est surjectif. On note alors F le noyau de cette fleche. 

Pour qu’un tel faisceau provienne d’un fibre sur P 3 , G. Ellingsrud et S.A. Strpmme ont 
identifie une condition de scindage (D) (cf. proposition [ES]). F. Han Q a etudie cette condition 
qu’il traduit de la maniere suivante : pour toute theta-caracteristique plane 0, il existe une fleche 

A 2 H°9(2) H 1 O c ( 1). 
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Le faisceau F est defini par deux sections de 9(2) c’est a dire par un point de A 2 H°9(2). 
F. Han montre alors que F provient d’un fibre vectoriel sur P 3 si et seulement si i/j(C) est nul. 

Notons Go le ferme de G defini par cette derniere condition. Sur Go on definit alors le 
faisceau R = prGn.,. (Homp ^ G (ci*F,q*Q(a + r))). Le noyau de la fleche universelle de q*F 
dans q*Q(a + r) defini une application rationelle n : Pg 0 (-R) —■> M P 3(0, n, 0). 

THEOREME [ES]. — L’image par 7r de I’ouvert de Pg 0 (^) correspondant aux fleches de q*F 
dans q*Q(a + r) surjectives est isomorphe a Up. 

DEFINITION 3.1. — Nous definissons la variete V (resp. Vo) en faisant la construction de G 
(resp. Go) en famille au dessus de la variete des plans de P 3 . Le noyau de la fleche universelle 
surjective 0\ —> 0(2) defini une immersion de V (et done de Vo) dans M P 3(0,C2,0). 


La suite exacte de definition de F donne par dualite une fleche 

mi : q*F —> q*Q(a) 

qui est unique a homothetie pres. Ainsi le faisceau g*@(a))) est in- 

versible, notons le C. Le faisceau vr Gn ( Horn . ^(P 3 . 0~ 3 (t))) est isomorphe au faisceau trivial 
H°O x (1)®O G0 . 

Notons Rq le faisceau H°Ox( 1) ® C. En prenant l’image directe par pr Go de la composee : 

Hom F3xG 0 ( p3 ^P^)^ Hom F3xG 0 ^^^Q(")) —> Hom p xGo (g*L, q*Q(a + t)) 
nous obtenons un fleche injective de Ro dans R. 

THEOREME 3.2. — La variete V est de dimension ^ 02(02 + 3) + 4c2 — 1 et est contenue dans 
M P 3(0,C2,0). La variete\~Q s’identifie a l’image par 7 r de Pg 0 (-^o); e ^ e es t adherente a Up et 
de codimension 1. 

A un point (0,W,H) de V correpond un faisceau Eq : 


0 —> Eq —> W ® Ox —^ 9h( 2) —> 0 

ou 6 est une theta caracteristique sur le plan FI et W C H°9h( 2) est de dimension 2. 

Demonstration : Si (8, W, Ft) G V, le faisceau Eq correpondant est evidement defini par la 
suite exacte ci-dessus. On calcule facilement la dimension de V. Nous decrivons au prochain 
paragraphe 1’identification entre Vq et 7t(Pg 0 (-Ro)) ce Q u i prouve que Vq est en codimension 1. 


Remarques 3.3. — (1) Pour C 2 < 11, F. Han |H|] remarque en citant JES| paragraphe (4.2) 
que la variete Go domine la variete Theta P 2 (c 2 ). Cette derniere a deux (resp. trois) com- 
posantes irreductibles si C 2 est pair (resp. impair) |5]. Ces composantes correspondent aux theta- 
caracteristiques paires impaires et canoniques (quand elles existent). Nous notons Vg“", V, 


j-impair 

0 


et V™" - les composantes de Vq associees. 
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Soit Eq un faisceau de V 0 et 9 la theta-caracteristique correspondante. Si E £ Up se deforme 
en Eq, on a l’egalite h°9 = li l E(— 2) (mod 2). En d’autres termes, la parite de 9 est egale a celle 
de l’invariant d’Atiyah-Rees de E. 

(n) Si C 2 < 5, F. Han a montre que GQ air est irreductible. La famille Vq®” forme done une 
composante irreductible de I C2 . 

3.3 La deformation 

Notons A l’anneau de valuation discrete k [a] ( a \. Pour tout faisceau M defini sur Spec(L), 
nous noterons M A le faisceau M Nous nous donnons un fibre E € M P 3(0, c-i, 0) et un point 
P verifiant les conditions du paragraphe 3.1. Nous construisons une deformation de E vers un 
point de Vo- 

Soit H le transforme strict d’un hyperplan H de P 3 ne rencontrant pas P. Notons encore 
H € H° 0~ 3 {t) l’equation de H dans P 3 . Notons (f> A la fleche a(/)+Hoq*mi (e’est une deformation 
d’un point general de Pq 0 (R) vers un point de Pg 0 ( Ro )). Nous construisons la famille £ suivante : 

0 —>£ —*q*F A ^ q*9 A (a + r) 

La platitude de q*F A impose celle de 8. En appliquant le foncteur on a la suite exacte 

0 —> p*£ —» p*q*F A p*q*9 A (a + r) 

qui montre que la famille £ = p*£ est plate. Le faisceau general de £ est un instanton. Le 
morphisme q identifie H a P 2 . Nous noterons 9h( 2) le faisceau q*0(cr+T)\H ~ 9(2). Pour terminer 
la demonstration du theoreme 3.2, nous devoirs montrer que la limite Eq est un element de Vo- 
Nous decrivons ainsi l’identification entre Vo et Pg 0 (-^o)- 

PROPOSITION 3.4. — Le conoyau de <f> A est 9 h( 2). 

Demonstration : 

LEMME 3.5. — La fleche f A suivante est surjective : 

q*F A © q*9 A (a) q*9 A (a + r) 0 q*9 A (a ) avec f A =(^ H 

\m i —a 

Demonstration : Notons /o la specialisation de f A sur le corps residuel. II suffit de montrer 
la surjectivite de /o (lenrme de Nakayama). Elle est equivalente a la surjectivite de la fleche : 

q*F ^ e H ( 2) © q*9(a) 

Cette surjectivite ne pose probleme que sur le support des faisceaux a l’arrivee. De plus, comme 
4> et m\ sont surjectives, la question de la surjectivite se pose seulement sur H n S ~ C. On a : 

©I H\ 

9(1)®9(2)~F\ C ^ 0(2)0 9(1) 
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Les fleches m\ et 4>\h prises independement sont surjectives. Ainsi les deux endomorphismes de 
0(1) et 0(2) sont des scalaires non nuls et on a la surjectivite. 

La fleche (f A s’inscrit dans le diagramme suivant : 

q*F A © q*0 A (a) q* 0 A (a + r) ® q*9 A (a) 


i (a,H) 

q* Fa q*0 A {a + r) 

ce qui nous permet de dire grace au lenune 3.5 que le conoyau de 4> A est celui de la fleche 

q*6 A (cF + t) ® q*0 A {c t) q*0 A (a + r). 

Par ailleurs, la suite exacte suivante tensorisee par q*0 A (cr) reste exacte : 


0 0^ y 0^(r) © 0~ 3 ^ 0~ 3 (r) —> O h ( 1) 


P3 






3 3 

A k 


0 (4). 


PROPOSITION 3.6. — Le faisceau est nul. 

Demonstration : Calculons la restriction au diviseur exceptionnel B de la suite exacte de 
definition de £. Rappelons que (j>\ b = \m\. Nous savons que FI n B est vide et que l’equation 
H est inversible sur B. On a la suite exacte : 

0 —. —► f a e A (i) — 0 . 


Le scalaire a\ + H est inversible done le faisceau £\b est isomorphe a (cf. suite exacte (2)). 

r A 

On montre alors que le faisceau est nul (voir par exemple [ESj proposition (2.4)). 


THEOREME 3.7. — Le faisceau limite Eq de la famille £ est un faisceau sans torsion non 
localement libre. Son bidual E'f est trivial et le conoyau de l ’injection canonique de Eq dans E'f 
est 0(2) oil 0 est une theta-caracteristique sur une courbe plane. 

Demonstration : La proposition 3.6 montre que, si on note Eq (resp. (p*£)o) la specialisation 
au corps residuel du faisceau £ (resp. (p*£)), alors on a (p*£) o = P*Eq. C’est le faisceau limite, 
notons le Eq. 

Par ailleurs, la suite exacte (4) montre que la restriction de l’image de <j) A au corps residuel 
est q*9(a) © 0#(2). La fleche de F dans q*0(a) est m\ 
ce qui nous donne la suite exacte 

0 —► Eq —> Ox —> 0r(2) —► 0 (5). 

Ceci termine egalement la demonstration du theoreme 3.2. 


Remarque 3.8. — La deformation £ est reduite. En effet, le faisceau p* Ext^ (£. Ox A ) est 



Ext j)o „ (9h{ 2), Or^ ). R est done annule par a. 

P A 


16 








Nous montrons maintenant que la condition d’Ellingsrud et Str0mme ( D ) est impliquee par 
le theoreme 2.8. On applique le foncteur Hom 0v ( • ,0(2)) a la suite exacte (5). On obtient la 
suite exacte longue : 

0 —♦ Hom^(0(2), 0(2)) — 0 ( 2) 2 —* Hom 0x (£ 0 ,0(2)) —■> Ext^(0(2), 0(2)) — 0 

qui defini une extension £ de Ext^ (9(2), 6(2)) par uc(A). Remarquons que le faisceau uc( 4) 
est isomorphe au faisceau Ext^ (0(2), 6(2)). 

PROPOSITION 3.9. — La condition (D) est equivalente a I'annulation de Velement 

£ G Ext 1 (Ext^ A .(0(2),0(2)),Ext^(0(2),0(2))). 

Demonstration : On identifie H a P 2 . On applique le foncteur Hom 0fl ( • ,0(2)) a la suite 
exacte (1). On obtient la suite exacte longue : 

0-^Houi Oh (6(2),0(2)) — >0(2f —> Hom 0x (F, 0(2)) Ext^(0(2), 0(2)) —,0 

qui defini une extension £' de Ext^ , (0(2), 0(2)) par w^(4). La condition ( D) dit exactement 
que cette extention £' est triviale. Cependant on a l’identification 

Ext& x (0(2), 0(2)) ~ Ext^(0(2), 0(2)) ® Hom OH (Tbr?* (0(2), O H ),0( 2)). 

Le faisceau Hom^ ( Tor (0(2), Oh), 6(2)) est u>c(3). Conune le groupe H 1 luc( 3) est nul, les 
extensions £ et £' sont nulles en rnerne temps. Cette proposition et le theoreme 2.8 montrent en 
particulier que, dans V, seuls les points de Vo sont adherents a U. 

Remarque 3.10. — En remplagant le plan H par le diviseur exceptionnel B et la fleche mi 
par une fleche m 2 (non unique) de q*F dans q*0(2a), on peut construire de la rnerne fagon des 
faisceaux Eq limites de fibres vectoriels de la forme : 

0 —* Eq —■> Eq — Q — * 0 

ou Q est un faisceau supporte au point P et Eq est isomorphe a p*q*N pour un faisceau N 
localement libre sur P 2 . 

Remarque 3.11. — Soit 0 une theta-caracteristique telle que 6(2) est engendre par ses sections. 
De la rnerne fagon que [|H| nous pouvons construire une fleche 

A 2 H°0(2) — Ext 1 (Ext^ x (0(2),0(2)),Ext 2 ?x (@(2),0(2))) 

qui correspond a la condition du theoreme 2.8 lorsque E" est trivial. 

Remarquons que Ton a les identifications Ext 2 n . : (0(2), 0(2)) ~ Horn 0 (Oc,wc et 

Extk,(0(2),0(2)) - Hom^ c (Tor (0(2),0(2)),ujc®u>x), le groupe d’extensions precedent est 
done isomorphe a H 1 (Tor ^ (0(2), 0(2))). Nous alors determiner une fleche de A 2 H°0(2) dans 
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H 1 Tor^ x (9(2),9(2)). Soit Lq le faisceau H°9( 2 ) ® Ox, on a le diagramme : 


0 - 

—> a 

—> Lo —> 

9(2) —► 

0 




T 

T 

|| 




0 - 

—» E 

1 

Q 

1 

9(2) —> 

0 



En tensorisant par 9(2) on a : 







0 —> Tor® x (9(2), 9(2)) 

—-> 

a® 9(2) —» 

L 0 ®9(2) 

/ , 

9(2)® 9(2) - 

-> 0 

T 


T 

T 


|| 


0 —> Tor?* (0(2), 0(2)) 

— > 

E®9( 2) —♦ 

G\ ® 9(2) 

9 , 

9(2)® 9(2) - 

0 

Notons K et K' les noyaux de / et g. On a K' ~ Oq et le diagramme : 




H°I\ 

T 

H°K' 

—♦ H l Tor® x 

(9(2), 9(2)) 





—♦ H l Tor® x 

(9(2), 9(2)) 





Nous montrons que l’on peut factoriser la fleche verticale de gauche par H°A 2 Lq. On regarde le 
diagramme de complexes horizontaux : 


0 - 

a 2 l 0 — 

-»• L 0 ®9(2) - 

-► S 2 9(2) - 

-► 0 


T 

T 

|| 


0 - 

-*■ A 2 0\ - 

-»• 0\®9(2) - 

-► S 2 9( 2) - 

-► 0 


Ces deux complexes sont exacts sauf a gauche. En effet ce sont des facteurs directs des complexes 
0 — >L 0 ®L 0 —► (L 0 0 9(2)f —♦ 9(2) <g> 9(2) —+ 0 

et 0 —♦ Ox ®O x —♦ (0 2 x ® 9(2)f —♦ 9(2) ® 9(2) —♦ 0 
dont la cohonrologie est nulle sauf a gauche. Nous avoirs alors le diagramme : 


0 - 

—> Keri — 

A 2 Lo — 

K - 

-► 0 


T 

T 

|| 


0 - 

Ker 2 — 

-»• A 2 0\ - 

-> K' - 

-> 0 


ce qui nous donne la factorisation recherchee. La fleche 

A) 2 H°9(2) = H°A 2 L 0 —♦ H°K —♦ H 1 Tor® x (9(2), 9(2)) 
defini la condition du theoreme 2 . 8 . 
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